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Capitulo 1

Analisis de funciones

1.1. Dominio de una funcion

Definicion 1.1 Una funcion f es una regla que asigna a cada elemento x
del espacio de partida un unico elemento y del espacio de llegada.

f
m

Imagen de f

Dominio de f Si pasa eso NO es funcion

f: IR——=IR
Domf — Imf

Ejemplo 1.1 f:R — RT

r — 22 Usaremos la notacion f(x) = x?
Ejemplo 1.2 ¢g: Rt — R

r — \x No es una funcion porque a cada valor
del espacio de partida de corresponden dos elementos del espacio de llegada

ya que p.e. V4 =+2
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Definicién 1.2 El dominio de una funcion f(x) es el conjunto de valores
que puede tomar la variable independiente X.

NOTA 1.1 En la prdctica, para calcular el dominio de una funcion tene-
mos que tener en cuenta tres cosas; los denominadores no pueden ser cero
(porque no existe la division entre 0), las raices de indice par no pueden
tener radicandos negativos (porque no trabajamos con nimeros complejos) y
los argumentos de los logaritmos tienen que ser estrictamente positivos (por
la definicion de logaritmo).

Dicho lo anterior asi quedarian los dominios de las funciones con las que
trabajaremos a lo largo de este curso:

e Funciones polinémicas: f(z) = p(x) = Domf(z) =R

z)

e Funciones racionales: f(x) = @ = Domf(x) =R — {z | q(z) = 0}

3

e Funciones irracionales: f(x) = {/p(z)
Sin par = Domf(x) ={z | p(z) > 0}
Si n impar = Domf(x) = Domp(x)
e Funciones exponenciales: f(z) = a?®) = Domf(z) = Domp(z)
e Funciones logaritmicas: f(z) = log,p(x) = Domf(x) = {x | p(x) > 0}
e Funciones trigonométricas:
Si f(z) = senp(x) o cosp(x)— Domf(x) = Domp(z)
i f(2) = tgp(x) = 535 = Domf(x) =R~ {x | p(x) = 0}

Ejemplo 1.3 Calculo de dominios

a) f(z) =%+ % = Domf(z) = R

b) f(x)zgjj;:>x—57é0:>at7é5:>Domf(x):R—{5}

3
24

c) f(x) =122 -4#0=12#+2= Domf(zr) =R —{-2,2}
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d) f(z) =z —3= Domf(z) =R

e) flx) =V —T=2—-7>0= 2 >7= Domf(x) = [7,00) o bien
Domf(x) ={zr R |z >T7}

/) f(x) = & = Domf(z) = R
q) f(a:)zZﬁ =2+4+1#0=2# —1= Domf(z) =R - {-1}

h) f(x) =Ln(z+3)=2+3>0=2>—-3= Domf(zx) =(—3,00) 0
bien Domf(z) = {x € R |z > —3}

i) f(z) = senbx = Domf(x) =R
j) f(z) =cos2 = x#0= Domf(z) =R — {0}

k) f(x) = \/i—‘_*g = i—fg > 0 Estudiamos el signo por separado del nu-
merador y del denominador y luego vemos cudl seria el signo de la

division. Hay que tener en cuenta también que el denominador No
puede ser cero, pero el numerador si.

-3 \/i
1
Numerador — +

Denominador —_

+
Divisién 4 | — —+

Domf(x) = (—o0, —3]U(5,00) 6 Domf(z) ={zx € R |z < -3Vz > 5}

1) f(:n):%:>$—|—2>0:>x>—2:>Domf(x):(—2,oo)

m) f(x)= evirt = Domf(x) = Dom( Ifo) = (—2,00)
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1.2. Puntos de corte, signo y simetria

Definicion 1.3 Los puntos de corte de una funcion son los puntos donde
la funcion corta al eje OX (eje de abcisas) y al eje OY (eje de ordenadas)

Una funcién puede tener infinitos cortes con el eje OX y estos se calculan
igualando la funcién a 0 (sustituyendo f(x) o y por cero) y despejando la z.

Una funcién solo puede tener 1 corte con el eje OY, si es que lo tiene
(de lo contrario no serfa una funcién). Para calcularlo se sustituye la x por
cero y se calcula la y.

Definicion 1.4 El signo de una funcion indica si la misma estd por encima
del eje OX en cuyo caso se dice que es positiva en ese intervalo o si estd
por debajo del eje OX en cuyo caso se dice que es negativa en ese intervalo.

Para calcular el signo de una funcién dibujamos en una recta los puntos
que no pertenecen al dominio de la funcién asi como sus puntos de corte. A
continuacién se sustituye un valor perteneciente a cada uno de los intervalos
en los que ha quedado divida la recta en la funcién

Ejemplo 1.4 Calculo de puntos de corte y signo.
2_
a) f(x) = 3;_52 = Domf(x) =R — {5}

Corte OX = y=0=22=0=0=02-2=2>=2=0=+/2

le(\@v 0) P:v2(_\/§70)

Corte OY =z =0=y==2=2

Signo

f{-2)=<0 f{0)=0 f(2)<0  f{10)=0

-+ -+

f(z) es positiva si x € (—v/2,v/2) U (5,0)
f(z) es negativa si x € (—o0, —/2) U (v/2,5)
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b) f(@)=\/75% = 7520
0 )4
Numerador — | +
Denominador -_— +
Divisidn + | - +

Corte OX = y=0= % =0=2=0

P,(0,0)

Corte OY = =z =0 =y = 1/_&5 = 0 Como solo puede tener un

corte con el eje OY y nos habia salido antes en realidad ya lo sabiamos.
Py(07 0)

Signo = f(x) es positiva en R.

NOTA 1.2 Las raices cuadradas (y en general las de indice par) solo
son funciones si consideramos unicamente uno de sus signos. Si no
aparece signo alguno delante de la raiz entonces es la positiva y por
tanto el signo de esta funcion es siempre positivo.

x+2

flx)=e3 = Domf(x) =R

Corte OX = y =0 = 0 = e La exponencial nunca vale 0. =
no corta al eje de abcisas

Corte OY:>x:O:>y:e% = Ve2
Py(0, Ve?)

Signo = f(x) es positiva en R.

NOTA 1.3 La funcion exponencial es siempre positiva. Se puede di-
bujar la recta y como no hay cortes con el eje OX y el dominio es R
se coge cualquier valor y se ve que da positivo.
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Definicion 1.5 Se dice que:
f(z) tiene simetria PAR si f(—x) = f(x)
f(zx) tiene simetria IMPAR si f(—x) = —f(x)

Si no se cumple ninguna de las dos premisas anteriores entonces la fun-
cton NO presenta simetria.

En la préactica lo que se hace es sustituir en la funcién = por —z y ver
que ocurre.

SIMETRIA PAR SIMETRIA IMPAR

Si se dobla la grafica por el eje Y las  Si se gira 180 grados la grafica por
dos ramas de la funcién coinciden. el origen de coordenadas la funcién
queda igual.
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1.3. Limites de una funcion

Definicién 1.6 Entendemos por “LIMITE DE UNA FUNCION CUANDO
x TIENDE A o” y se escribe:

lim f(x)

T—a

Al valor al que se acerca la funcion (la coordenada y) cuando la coordenada
x se aproxima al punto dado “a”.

Para resolver un limite sustituimos x por el valor al que me dicen que se
acerca:

Ejemplo 1.5 Resolucion de limites

oz +1 241 3
a) lim =——=-=1
e>25—x 5-2 3
Cz—-1 1-1 0
bl — == =770
24 4-4 [
¢) lim ~ — _ Y INDETERMINACION
a2 2 —2 2-2 0

NOTA 1.4 Con el término INDETERMINACION queremos erpresar que
no conocemos el resultado del limite a primera vista. Posteriormente vere-
mos diferentes estrategias para resolver los diferentes tipos de indetermina-
ciones que se pueden presentar.

NOTA 1.5 En el ejemplo c¢) anterior se ha escrito una division en la que
el denominador es 0. NO SE PUEDE DIVIDIR ENTRE CERO. En los
limites escribimos esa notacion para expresar que un numero tiende a 0, o
sea, que se aproxima mucho a €l pero en realidad nunca puede alcanzar ese

valor.
1.3.1. Propiedades de los limites

e El limite de una funcidn existe si es Unico.

Si lim f(z) y lim g(z) existen y son finitos entonces:
r—a r—a

o lim(f(z) +g(x)) = lim f(z) + lim g(x)
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o lim(/(x) ~ g(x)) = lim f(x) ~ lim g()

o lim (/@) -g(x)) = (lim /() - (Lim o))

* ik fie) = k- (Jim 1)

o lim 1) _ iffif(””) siempre y cuando lim g(z) # 0
zag(r) 1 g(z)’ a—a

Ii T
o lim (f(z))9® = (Hm(f(g;))wgif( ) dim f(w) # 0, im g(x) # 0

e lim lim
o ;Eg Vi) = W
ol /@ — A F(2)
rT—ra
o lim Ln(f(z)) = Ln (}E{}l f(x))

e lim sen(f(x)) = sen (h’m f(x)), esta ultima propiedad es igual para
T—a T—a
el coseno y la tangente.

e lim sen(f(z)) = 7, esta tltima propiedad es igual para el coseno y la
T—00

tangente.

NOTA 1.6 Dentro de los limites vamos a utilizar con frecuencia el simbolo
+oo (que se lee mas o menos infinito). Con el queremos decir que “algo” se
estd haciendo desmesuradamente grande o pequeno. Asi podemos estudiar el
limite de una funcion cuando x tiene a 00, lo que quiere decir que vamos a
tratar de ver hacia que valor se aproxima la funcién (coordenada y) cuando
la z se hace muy grande (nos movemos hacia la derecha en la grdfica) o muy
pequena (nos movemos hacia la izquierda).

También puede ocurrir que el resultado de un limite sea +oo. Esto quiere
decir que cuando nos aprorimamos mucho a un valor concreto de x entonces
la funcion (coordenada y) toma valores extremadamente grandes (la grdfica
sube) o pequenos (la grdfica baja).

NOTA 1.7 Cuando tengamos que resolver un limite en el que la x tienda
a—oo ((lim f(x)), lo mds fdcil es resolver el limite como si la x tendiese
T—r—00
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a oo cambiando en la expresion de la funcion las x que aparezcan por —x.
, ., 2?2 —4 . (—x)?—4

Ejemplo: lim = lim ———

r——00 T — 2 z—o0o —x — 2

Teniendo en cuenta la nota anterior tenemos que tener clara la siguiente
lista de posibles resultados de limites de funciones:

a—+ 00 =00 T =0 Sia>1 a*® =00
a— 00 =—00 a”>* =0
00 + 00 = 0 2 =00 Sia<1l a*°=0

—00 — 00 = —00 a~®° =00

Ejemplo 1.6 Cdlculo de limites:

L e
3:2 -8 2 .
b) lim Y2 "% _ £ _ INDETERMINACION
z—=-2 T+ 2 0

) 5 .2 =5 =5 )
¢) lim |z —— ) = lim =0 INDETERMINACION

x—0 T

d) lfm (\/932+1+\/:c+1>:oo+oo:oo

e) lim (Vi—z—¢e"+e ™) =00—-0+00=00
x

——00
Ejemplo 1.7 Cadlculo de limites usando sus propiedades:

Sabiendo que lim f(z) = -2, h’_r}n g(z) =2, y lim h(x) =2

T—a T—a

a) illr{lﬂf(x)—?g(m)%—h(x):2~(—2)—2-2+2:—6

b) lim (V@) + (9(2)?) = VA+14=3v2

r—a
12 12 )
¢) lim ———————~ = -~ INDETERMINACION
v=a f(x) +g(z) 0

@) Tt
Wﬂ(mx)‘ e )‘ tm0=-1
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1.3.2. Indeterminaciones

2)

c)

0 = Se resuelven calculando los limites laterales.

Ejemplo:
2
lim . S —00
T 2 2= T — 2 0—
lim = - =
=21 — 2 0 T 92
Iim =

=2+ T — 2 - OT
Por lo tanto el limite no existe porque tienen que coincidir los limites
laterales.

0
0 = Hay tres estrategias diferentes:

e Si aparecen raices, multiplicamos el numerador y el denominador
por el conjugado del denominador.

e Si no, factorizamos y simplificamos.

e L’Hopital (se verd en las aplicaciones de las derivadas).

Ejemplos:
3 _ 9 A
1) ll’muzgzlfm(x 2)(37 + 22 + ):
=24 —22 0 =2 (2—-12)2+x)
22422+ 4
Ii — = -3
z—2 24 x
Vetl-v2 0 (Ve+1-V2)(Ve+1+V2)
2) lim ————— =~ = lim _
z—1 4 —1 0 z—1 (x2_1)(\/m+\/§)
1 r—1 1 1 V2
im _ _ _ V2

— = Tenemos también 3 estrategias diferentes:
00

e Si son polinomios se comparan los grados:

o gr(num) > gr(denom) = oo o —oo. Para saber el signo se
dividen los coeficientes de las ” equis“ de mayor grado de num,
y denom.
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o gr(num) = gr(denom) Se dividen los coeficientes de las “equis”
de mayor grado del numerador y denominador.

o gr(num) < gr(denom) =0
e EXPONENCIAL>POLINOMIO>LOGARITMO
e L’Hopital

d) oo — 0o = Tenemos dos estrategias:

e Si aparecen raices multiplicamos por el conjugado de la expresién
tanto en el numerador como en el denominador (que serd un 1).

e Si no aparecen operamos la expresién y la convertimos en una

INDETERMINACION del tipo % o

Ejemplo 1.8 Resolucion de la indeterminacion co — 0o

1) lim (Vz+1-vz —5) = co—00 = lim (Ve+1l-vVo-5)(Vr+1+vo—5)

z—00 (Vx+1—+z-5)
, 6 6
lim = — =0
a—=oo\/x+ 1+ —5 00
2 2 2(x—1) —2? 1
2 h’m(w _ )zoo—oo:h'mag(;r ) :c(:n—l—):
z—oo \x + 1 x—1 T—00 r2 1
222
lim ——— = = = 2
z—o0 ¢ — 1 o0

e) 1° INDETERMINACION TIPO NUMERO €

Hay dos formas de abordar este tipo de indeterminaciones.

f(@)

1

e Sabiendo que e = 1im (1 + f()> Siempre y cuando f(z) —
x

T—a
oo cuando & — a (en nuestro caso no prestaremos atencion a esta
apreciacién). Lo que haremos serd operar la expresién hasta que
tengamos ese resultado.

\ o _ lim (base — 1) - exponente
e Utilizando que el resultado del limite sera: ez—a

(Esta expresién resulta del punto anterior pero se puede memo-
rizar y facilita los célculos).
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Ejemplo 1.9 Resolucion de limites del tipo numero e.

1
1 x
1,1 lim(1 —f—x)% = 1% = lim (1 + 1) =e
z—0 z—0 P
1
1 lim(l+ax—1)— L
1,2 lim (1 + )= 1% = ez—0 T =e =e
z—0
202 — 1\ =1 202 1
2.1 h'm(‘” ) —1°°—11’m<1+x x—l):
z—1 €T z—1
1 = 23:2—1—1. 1
x r—1
202 1 — z—1 1 22—z 1
lim <1+ v x) = |lim |1+ ~
z—1 rz—1 DR —]
2 _ . —1)(2 1
lm 20 —x —1 ) lim (z )2z +1)
eil 32 —1  — b — el m(z—1) — 3
222 —1 1
2,2 h’m< > =10 =7\ 7 z—-1_
z—1 X
L (222 —1—=z 1 (222 —x—1
lim lim —
et €T m—lzez—ﬂ T4 —x :e%:
lm (x—1)(2x+ 1)
ol x(r—1) — 3
f) oa?, 09, 0™ = Utilizaremos el siguiente resultado general:
lim g(x)Lnf(z
i o) _ S 9IRS @)
Tr—a
Ejemplo 1.10 Resolucion indeterminacion oo®
Lni
1 I x
T If . Ln— 1m
lim <1> = OOO = eibliz%)x nl’ = @0'00 = ecz:—)O = e% = eo =1
z—0 \ &

NOTA 1.8 En el ultimo ejemplo ha aparecido la INDETERMINA-
CION 0 - co. Esta indeterminacion se transforma en una del tipo 8 0
> de forma inmediata utilizando los castillos de fracciones.
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NOTA 1.9 En el altimo ejemplo a la hora de resolver la indeter-
minacién 3. hemos usado el orden de los infinitos que aparece en el
apartado c).
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1.4. Asintotas de una funcion

1.4.1. Asintotas verticales

Una asintota vertical es una recta paralela al eje OY', de ecuacion z = cte
a la que la funcién se acerca pero nunca llega a tocarla.
Se calcula resolviendo los limites (por la izquierda y por la derecha) cuando
z tiende a donde falla el dominio. Si el dominio falla en un intervalo, se
calcula el limite lateral donde la funcién exista.
Para que haya asintota vertical al menos uno de los limites laterales ha de
ser +o0.

’x = donde falla el dominio es A.V. ‘

1.4.2. Asintotas horizontales

Una asintota horizontal es un recta paralela al eje OX de ecuacion
y = cte a la que la funcién se acerca cada vez mas (sin tocarla) cuando
nos movemos muy a la derecha o muy a la izquierda. Al contrario de lo que
ocurre con las A.V. estas asintotas si se pueden atravesar en tramos inter-
medios de la funcién.
Se calculan resolviendo los limites cuando x tiende a +00 y —oo pudiendo
darse el caso de que una funcién tenga limite por la derecha y no por la
izquierda y viceversa. Para que haya asintota horizontal al menos uno de
esos limites tiene que dar como resultado un ntimero finito.

y = resultado del limite es A.H.

1.4.3. Asintotas oblicuas

Una asintota oblicua es una recta de ecuacién y = mzx + n a la que la
funcién se acerca cada vez mas (sin tocarla) cuando nos movemos muy a la
derecha o muy a la izquierda. Al igual que ocurre con las A.H. las asintotas
oblicuas pueden cortarse en tramos intermedios de la funcion.

Las asintotas ablicuas se buscan donde no hay asintotas horizontales.
Hay dos métodos para calcularlas:

a) Método general:

m= i 10 0= tip (1)~

Para que exista la A.O. ambos limites deben ser nimeros finitos.
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b) Método particular para funciones racionales (divisién de polinomios)
Se hace la division de los polinomios y la ecuacion serd: y = cociente

GRAFICA DE LOS TRES TIPOS DE ASINTOTAS

A Recta vertical
[+ x=3

: U:
10

Ejemplo 1.11 Cdlculo de asintotas:

1) f(z) = 5% = Domf(z) = R — {+2}

22—
A V.
22+1 5
lim — =—=-00
$2+1 5 r—2- T —4 0~
lim = —— = = =|z=2es A.V]
e = 22 +1 5 N
im = — =400
x—>2+$2—4 0+
2
1 5
lim zi:fz—i-oo
$2+1 5 r——2— T —4 O+
h’m2: 10" =|lz=-2es A V.
T = 22 +1 5
m ——=—=—00
x—>—2+l‘2—4 0—
A.H.
2
m L L0y
z——oo % — 4 00
=|y=1es A.H
B | 00
lim =—=1

z—o0 x2 — 4 00

A.O.

No hay porque tiene asintotas horizontales.
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A.V.
et 1
Im —=—=—
e 1 r—0— X 0—
Im=—=-= :>.’L':068A.V.‘
z—0 x 0 e” 1
1 _——=— =
xi>r(r)l+ X 0+ oo
A.H.
, e’ 00
lim — = — =
T—00 I 00
=|y=0 es A.H. por la izquierda
3 x . e T 3 —1 -1
Iim — = lim = lim —=—=0
T——00 I T—00 —I r——o00 et o0
A.O.

Podria tener una asintota oblicua por la derecha pero mo por la iz-
quierda porque tiene asintota horizontal.

T
m = h’m@: 1fmi:E:OO:>NOhCLyA.O.

rx—o00 I T—00 ,CE2 (0]
2
f(x) = ;55 = Domf(z) =R — {~1}
A. V.
, z? 1
lim = — =—-0
22 1 r——1-x+1 0~
lim = = - = =|lz=—-1es A.V.
z——1 x+1 0 72 1
1/ = — =
e Tl T
A.H.
2 00
lim = — =0
z——ocox + 1 00

= | No hay asintotas horizontales.
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A.0.

Método general:

, x? , x? z(z+1)
m = lim = = 17 n = lim _ —
r—=+00 1‘2—|—[E z—doo [+ 1 x+1

. —r 0 —
mll)rirloox+1—oo—1:>esA.O.

818

Meétodo funciones racionales:

D(x)=d(z)-C(z)+ R(x) = 2? = (+1) - (z— 1)+ 1= [y =2 — 1]

es A.0.
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1.5. Continuidad de una funcién

Definicion 1.7 Funcidon continua

Una funcion es continua en un punto z=a si lim f(z) = f(a).
r—a

Para que se cumpla tenemos que comprobar:
a) Tiene que existir ;1_% f(z) y ser finito.

b) Tiene que existir f(a)
¢) Ambos nimeros tienen que coincidir.

TIPOS DE DISCONTINUIDADES:

1) Discontinuidad evitable en x=a
Existe lim f(x) y es finito pero NO es igual que f(a)
T—a
2) Discontinuidad inevitable de salto finito en x=a

Los limites laterales existen y son finitos pero no coinciden.

3) Discontinuidad inevitable de salto infinito en x=a

Si uno de los limites laterales, o los dos, son infinitos.

Continua= lim f(z) = f(a)

T—ra

Evitable= Lt = L™ # f(a)

Discontinua Salto finito (ambos limites finitos)
Inevitable LT # L~

Salto infinito (al menos uno infinito)

Ejemplo 1.12 FEstudio de la continuidad de una funcion:

2 st T < =2
1) f(z) = 2 s —2<2<1
st z>1
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Estudiamos el dominio en cada una de las ramas de la funcion:

Dom(2) = R = sin problemas en (—oo, —2)
Dom(x?) = R = sin problemas en [—2,1]
Dom(L) =R — {0} = sin problemas en (1,0)

Nos falta saber que pasa enx = -2 yx =1
r=-2
lim 2=2
_ — T——2" /
1(=2) =4, lim 22=4 ( ﬂxgnllzf(x)
r——2F

f(x) tiene una discontinuidad inevitable de salto finito de longitud 2
enx = —2

lim 2 =

1) =1, y = lim f(z) =1
lim — =1 z—+1
z—1t T

f(x) es continua en z =1

f(x) es continua en R—{—2} donde tiene una discontinuidad inevitable
de salto finito y longitud 2.

2) f() = 22 = Domf(x) = R — {1}

3 3z 3
lim 1= = 4
z—1— T — ‘
= Alim f(z)
lim —% =3 a—1

=1+t — 1 0t
f(z) tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito en x = 1.

3) Calcula los valores de a y b para que f(xr) sea continua en todo R

x+b ) r <1
fx)=¢ e ltar s 1<z<3
2 —2x—2 si x> 3
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Las tres ramas son continuas en todo R. Nos queda por tanto estudiar
que ocurre en los puntos donde la funcion cambia de aspecto, =1y
r = 3.

r=1
lim x+b=1+b
_ r—1—
F=1 lim ¢ 1+ar=1+a
z—1t

Para ser continua enx=1,1+a=14+b=a=05>

r=3
Im e ' +ax = e+ 3a
N =1 x?i’y_
1) ’ lim z? —2z—2=1
z—3t
Para ser continua enx =3, 1l =e2 +3a = a = 1362

Para que la funcion sea continua en todo R tiene que serlo tanto en
x =1 como en x = 3 y por tanto se deben dar ambas condiciones a la
vez:

Esta funcion es un ejemplo de discontinuidad evitable y por tanto tam-
bién lo es de una funcion que no presenta una asintota vertical en el
punto donde falla el dominio.
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1.6. Derivadas y aplicaciones

1.6.1. Derivabilidad
fla+h)— f(a)

Definicién 1.8 Se dice que f(z) es derivable en x=a si existe fllin%
o

h

y st es un numero finito.

Este nimero es f'(a), la derivada de [ en a.

NOTA 1.10 Que exista un limite implica que existan los dos limites latera-
les y coincidan. Esto no suele dar problemas salvo en la indeterminacion %
y en mayor medida en las funciones definidas a trozos ya que al acercarnos
a un punto por diferentes lados la funcion puede no ser la misma. Por este
motivo hay que tener especial cuidado a la hora de estudiar la derivabilidad

de las funciones a trozos. Ast:

f(x) es derivable en x = a si existen y son iguales sus derivadas latera-
les:

fla+h) - f(a)

"a™) = Ii "at) =1
Fla = = A
Observacién:

Si f(z) es derivable = f(x) es continua
Si f(z) no es continua = f(x) no es derivable

Ejemplo 1.13 Estudia sin son derivables las siguientes funciones y calcula
su deriwada si existe en x = 0.

f)—fO) R : 10) —
]lll_r% - = %1_% = 0= f(z) deriwable y f'(0) =0

2) f(o)=lel = {

EL VALOR ABSOLUTO ES SIEMPRE UNA FUNCION A TROZOS

T si x>0
—xr st <0
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B lfim — = —1
lim 7f(h) 1(0) = lim @ = h—0-h
h—0 h h—0 0 0 lim = =1
h—0+ h

f(x) = |z| no es derivable en x =0

322 si <0

3) f(@:{ 3z si x>0

h) — h?

o L)1) B

h—0— ﬁf(()) h—0~ Shh = no derivable en x =0
lIim ———~>= 1lim — =3

h—0+ h h—0— h

1.6.2. Funcién derivada

Definicién 1.9 La funcion derivada de f(x) es la funcion que asocia a cada
valor de x del dominio de f(z) el nimero f’(x).

1.6.3. Derivadas de las operaciones con funciones

NOTA 1.11 Se utilizardn indistintamente las siguientes notaciones:
D(f(x)) = f'(x)
para representar la derivada de una funcion.
e D(k)=0 Vk e R
e D(f+g)=f'+¢

Dk-f=k-f

D(f-g9)=1f-g9+f-g

D<f>:f’~g—2f-g’
g 9

REGLA DE LA CADENA

D(fog)= f'(g(x))-g'(x)
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1.6.4. Tabla de derivadas

Potencial D(f")=n-frt.f
Logaritmica D(loge) f = fj, . ﬁ
D(Lnf) = F A N il
f  Lne f
Exponencial D(af) =af - f' - Lna
Trigonométricas D(senf) = cosf - f’
D(cosf) = —senf - f’
D(tgf) = zLog = secf-f' = (1+tg*f)-f’
_ _f
D(arcsenf) = -
D(arccosf) = -
(

Exponencial-potencial ~ D(f9) = D(e"/*)

Ejemplo 1.14 Calculo de la derivada de funciones:
1) f(x) =322 -2 +5= f'(z) =6z —1
2) flx)=a8 -T2+ 22— 5= f(x) =8z" —212% +2
3) f(z) = (2% — 1)senz = f'(z) = 2zsenx + (22 — 1)cosz

T (22 —4x+2)—(22—4) (x —22—10x
4) f(l') = IQ,L?JFQ = f/(l') = L 4(;;2,)4:”(432)24)( +5) = (x27i2+—;—)222

5) f2) = Yz =27 = f(z) = }a7 = A=

3

6) f(:E) _ Va1 _ @ = f/(:B) _ %(m—l)*%.xS_ng(m_l)% B 2\/2?1_3%2@

x3 z z6 z6
7) y = cos(3z% — 1) =y = —sen(3z% — 7) - 62 = —6xsen(3z% — )

8) y=Ln(x?> -3z +2)=y = 122363;12

_ a—1 ; 1(a244)—2z(z—1) _ —z249z+44
o) y =ik - v/ = ML _

10) y = (22 +3)e® = ¢ = 2ze® + e%(2% + 3) = (2 + 22 + 3)
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2 .2
11) T = y/ __ 2xzsenx—x“cosT

Y= senz - sen2x

12) f(z) = 55 = f'(2) = *T557° = oo
13) f(z) =tg(z +4) = f'(z) = m

14) f(z) ="' T = f/(z) = ' T (423)

15) f(z) =vVaT—4= (22 —4)2 = f'(zx) = L(a® —4)77 - 20 = L

x
£ = e"(tgx + sec’x)

16) y =" -tgr =y = €* - tgx +

17) y = senitcose 18) y = vV Lnz 19) y = -tg’z
20) y = sen(z? — 1) 21) y = Ln(secx) 22) y = C‘ng
23) y = arcsen(3z + 1) 24) y = /secx 25) y = (z + 2)cosecr
26) y = Ln(tgz) 27) y = arccosv/x + 1 28) y = Ln %
29) y = Ln? ( N i) 30) y = arcsen(Lnzx) 31) y = arctg; iy
32) y = senx - tgx 33)y = etg’
1.6.5. Aplicaciones de las derivadas
Regla de L’Hopital
Para las indeterminaciones de los tipos % y o se tiene que:
/
@) @)
= g(z) 2= g'(z)
Ejemplo 1.15 Aplicacion de la regla de L’Hopital
sendz 0 ., 3cos3x 3
[ ] hm = — —= [Im e
z—0 sen2x 0 z—02cos2x 2
L 1 212
e lim e =2 = fm = lim o = lfm —= =0
r _ -z 0 T —x 1 T —x
I Tl SN e s P ) ol )
z—0 L’I’L(l + :L‘) 0 z—0 z—0 1
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) 1 1 x—1—-Lnz 0 . 1-1
s Iim ( — — =o0o—00=Ilim —r— = - =lim +—*— =
z—=1\Lnx x-—1 a—1 (r —1)Lnz 0 z-1 i Lnx

1 1
0 _ 1-3 0_ . 1
— =lim T =—=lim 5 =3
0 2= Lnx+-(x—1) 0 e e
., Lnx
lim senzLnz h%ﬂ 1 N
s lim 259" = Y = ea—0F = ¥ = 77 Senz = e =
z—07+
1
= 2
lin o g SOUT g, 2senscoss
P07 SenZs — er—0t TCOST — oo — er—0t cOST — xsenT — 0 — |
k
. 3 . Lnx
» lim —, k>0 lim {/(e* + z) lim ——, k>0
z—o0 et T—00 T—00 I

Recta tangente y normal a f(x) en x=a

Definicion 1.10 Rectas tangente y normal a una funcion en un punto a.
Recta tangente: y — f(a) = f'(a)(z — a)

Recta normal: y — f(a) = #}L)(az —a)

Ejemplo 1.16 Calcula el drea del tridngulo formado por el eje vertical y

las rectas tangente y normal a la curva f(x) = % en el punto de abcisa 1.
r=1=f1)=1=1
fla)=1=f@)=-x=f(1)=-1

La altura del tridangulo pedido es 1. La base serd
la distancia entre los puntos A y B. El punto A
serd el corte de la recta normal y el eje Y. El
punto B serd el corte entre la recta tangente y
el eje Y.

R. normal

1 R. tangente
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=—x+2

0 = (0,2)

_fy=x _ [y
A_{:p:O = (0,0) B_{x

Por lo tanto el Area pedida es| A = 2L = 142

Ejemplo 1.17 La tangente a la curva y = f(z) en el punto P(2, f(2)) pasa
también por el punto Q(—3,0). Sabiendo que f'(2) = 3, calcula f(2).

R. tangente: y — f(2) = f'(2)(x —2) =y — f(2) = 3(z — 2)

Pasa por (—3,0) = 0— f(2) = 3(-3-2)= | f(2) = 3

Monotonia: crecimiento y extremos relativos

1) Calculamos el dominio de f(z).
2) Calculamos los puntos criticos f’(x) = 0. Son los posibles extremos.
3) Calculamos el dominio de f/(x).

Representamos los posibles extremos en una recta y damos valores para
la z en f/(x) en cada uno de los intervalos en los que queda dividida la recta.
Si f/ > 0 la funcién crece en ese intervalo. Si f'(x) < 0 la funcién decre-
ce en ese intervalo. Si la funcién pasa de subir a bajar en un punto y ese
punto pertenece al dominio de la funcién y su derivada entonces la funcién
presenta un méaximo en ese punto. Si la funcién pasa de bajar a subir en un
punto y ese punto pertenece al dominio de la funcién y su derivada entonces
la funcién presenta un minimo en ese punto.

Supongamos que obtenemos tres posibles extremos de los cuales el punto
D no pertenece al dominio de la funcién.

>0 f<0 <0 >0

f(x) crece (—oo,x1) U (22,00)
f(z) decrece (1, D) U (D, x2)
f(x) tiene un maximo en (x1, f(x1))
f(z) tiene un minimo en (xg, f(x2))
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Curvatura y puntos de inflexion

1) Calculamos el dominio de f(z).
2) Calculamos los puntos criticos f”(x) = 0. Son los posibles P.1.

De un modo similar al que hicimos con los extremos relativos represen-
tamos los posibles P.I. en una recta y damos valores para la x en f”(x) en
cada uno de los intervalos en los que queda dividida la recta. Si f” > 0 la
funcién es concava hacia arriba en ese intervalo. Si f”(z) < 0 la funcién es
céncava hacia abajo en ese intervalo. Si la funcién cambia de curvatura y
ese punto pertenece al dominio de la funcién entonces la funcién presenta
un P.I. en ese punto.

Supongamos que obtenemos tres posibles P.I. de los cuales el punto D
no pertenece al dominio de la funcién.

N N AN o) A4 . VAN
20 I <0 | >0 I e

f(z) es concava hacia arriba (—oo,z1) U (D, x2)
f(z) es céncava hacia abajo (x1, D) U (2, 00)
f(z) tiene un P.I. en (x1, f(z1)) ¥ (22, f(x2))

NOTA 1.12 Es importante tener en cuenta que un extremo no es el punto
donde la derivada de una funcion es cero. Hay extremos relativos en puntos
donde una funcion no es derivable (esto pasa con el valor absoluto). La forma
intuitiva de nombrarlos es decir que son aquellos puntos donde la funcion
existe y pasa de subir a bajar o viceversa.

NOTA 1.13 Hay otro método para calcular extremos relativos y puntos de
inflexion que se usa mucho sobre todo en los problemas de optimizacion. Si
la funcidn es fdacilmente derivable sucesivas veces es recomendable.

Si a es un punto que anula la primera derivada de una funcion (f'(a) =
0) tenemos que:

» Si f"(a) > 0= La funcion tiene un minimo en x = a

» Si f"(a) < 0= La funcién tiene un mdzimo en x = a
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» Si f"(a) =0 = Tenemos que sequir derivando hasta que alguna de las
sucesivas derivadas sea distinta de 0. Si deja de ser 0 en una derivada
de orden par (la sequnda, la cuarta, etc.) serd o un mdzrimo o un
minimo. Si deja de ser 0 en una derivada de orden impar se trata de
un punto de inflexion.

Ejemplo 1.18 Calcula los extremos, el crecimiento, la curvatura y los P.1.

de: f(x) = i;;g
Domf(x) =R

z(x? —2x(z2— T
f/(x) = - —232)+?’,)2( 2 = (55214%3)2

Buscamos los puntos criticos: f'(x) =0= 120 =0=2=0

f(z) decreciente en (—o0,0)

\ 0 T f(x) es creciente en (0,00)

| f(z) tiene un min. en (0, —1)

f(-1)<0 f(1)=0

Buscamos los posibles puntos de inflexion:

" _ 12(2%+43)2—2(22+3)2x-12 _ 362472224108 " _
I (@) = SR = =M TS o f(g) =0 =

362t — 7222 +108=0=21+222 -3 =0=|cv.  a’=t|=

t=-3=z=+/"3¢R
2 €W —3 =
PA2t=8=0= 1=/ ==1

f(x) es comcava hacia abajo en (—oo,1) U (1,00)
/A _Il N T /N f(x) es concava hacia arriba en el intervalo (—1,1)
Flazlo = fiopo (210 f(z) tiene P.L (-1, 51) y (1, 3)

Ejemplo 1.19 Calcula los extremos, el crecimiento, la curvatura y los P.I.

de: f(x) = Loz

T
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Buscamos los puntos criticos: f'(z) =0=1—-Lnzx=0=Lnzx=1=x=¢

f(z) es creciente en (0,e)
|E 7 e T f(z) decreciente en (e, 00)
|_ (150 I F(3)<0 f(z) tiene max. en (e, 1)

Buscamos los posibles puntos de inflexion:

f”(x) — _71'352_25”‘*‘25‘LW/’ _ —31‘+22an1‘ = f”(x) -0

x2 -
=0¢D
= —3x+2zLnz = 0 = 2(—3+2Lnz) = 0 = { x=0¢ Domf(z)

AN

| f(1)<0 ' F'(10)20 f(z) es céncava hacia arriba en (
- f(z) tiene P.I. (e%, -35)

2e2

2Lnx:3:>Lnx:%¢x

Njw

f(x) es céncava hacia abajo en (0
3
e2

NOTA 1.14 En el dltimo ejemplo cabe la tentacion de simplificar la se-
gunda derivada antes de igualarla a 0, pero esto no se puede hacer ya que
se pierden soluciones. En este ejemplo no afecta porque la solucion que se
pierde es la de x = 0 que no pertenece al dominio, pero en otras ocasiones

puede ocastonar problemas.

NOTA 1.15 Con estas dos ultimas aplicaciones de las derivadas podemos
realizar la representacion grdfica de funciones. Para representarlas sin duda

necesitamos:

1 Dominio
2 Puntos de corte con los ejes
3 Asintotas

4 FExtremos

e

(NI
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Se pueden estudiar mds cosas como la simetria o la periodicidad y ha-
cerlo nos facilitard la tarea pero no es estrictamente necesario.

En el caso de que tengamos que representar una funcion a trozos nos
aseguraremos también de dar valores a la funcion en los puntos donde cambie
de rama.

Ejemplo 1.20 Representacion grdfica de funciones:

2

fz) = Qw_m = Domf(x) =R — {2}
o Corte EJEX (y=0)= 0= = 2 =0= (0,0)

e Corte EJEY (x = 0)= y =93 =0 = (0,0) Cosa que ya sabiamos
porque una funcion solo puede cortar al eje Y una vez.

e ASINTOTAS:

i fo) = 2| = -

T2~

W AV - es AV,
, 4
lim f(x) = oF| =

z—2+

b) A.H. =3 A.H
oo F8) = o0

¢) AO.=y=mz+n

2
m= 1im 2P o T
r—+oo r—+too 2p — x2
=>|ly=—x—2
B , 2% 4+ 2z — 22
n= M f(z)—me] = lm —F—— =2
o EXTREMOS
_ 2 _ _
f’(x) _ 21((22_:1;))42ra: _ 4x(22_x;)-|2—g:2 _ 2];_2;—)%:5 = f’(x) —0=

—2’+4r=0=a2(—2+4)=0=>2=0,2=4
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Ty o 4 T f(z) tiene un méx. en (0,0)

e e | re f(z) tiene un min. en (4, —8)

f!(w) = LEHC0 PG Cote) _ Z8eHS o f1(2) = 0

fl(#)=0= —824+16=0=z =2 ¢ Domf(z)

A.O.

Ejemplo 1.21 Representacion grifica de funciones:

f(x)

x
g = Domf(x) =R

e Corte EJEX (y=0)= 0= 55 =2z =0=(0,0)

e Corte EJEY (x=0)=y="Y=0=(0,0)

e ASINTOTAS:
a) A.V. P Porque el dominio es todo R

lim f(z) =0
b) A.H. = es A.H.
lim f(z)=0

T——+00
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c) A.O. = B Porque tiene A.H. por ambos lados.

o EXTREMOS
f(z) = 1szi;)22ff2 _ (11;?22)2 = @) =0=1-22=0=z=+1
e 1 st 1 Ty f(z) t%ene un mfix. en (1, %) 1
: : f(x) tiene un min. en (-1, —3)
f(-2)<0  F(0)>0 f(2)<0
— 2\2 _ 2 .2

f"(x) = 22(1+x )(1i$$f )2z(1—a?) _ 2m?1_f§§)26x L ) = 0
r=0

20° —42® —6x=0=2z(z* —222 -3)=0= ¢ z=+V3
r=+V-1¢R

f(z) tiene un P.I. en (—/3, —T\/g)
/\_\f? S o SN NE S f(z) tiene un P.I. en (0,0)

T T . 3
P2)<0  FLL30  f(1)<0  F(2)>0 f(z) tiene un P.I. en (v/3, %)

(L2 e

=]
(=]
et
P
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Problemas de optimizacion

En los problemas de optimizacién se nos pide siempre que maximicemos
o minimicemos alguna magnitud (volumen, area, etc.).

En la mayoria de los casos tendremos una funcién a maximizar en dos
variables, pero en este curso solo trabajamos funciones de una sola variable.

En la primera parte del ejercicio buscaremos alguna relacién entre esas
dos variables (denominada pedantemente ”condicién de ligadura®). Una vez
conseguido esto sustituiremos esa relacion en la funciéon a maximizar o mi-
nimizar.

Para maximizar o minimizar la funcién buscaremos sus extremos como
hemos hecho a lo largo de la seccién.

NOTA 1.16 En estos ejercicios es obligatorio comprobar al final del mis-
mo que el valor que hemos obtenido para nuestra variable es un mdzximo (si
nos pidieron mazximizar) o minimo (si nos pidieron minimizar).

Este comentario puede parecer obvio, pero a la hora de practicar nos da-
remos cuenta de que en el 99,99% de los problemas que hagamos nos saldrd
un unico candidato y resultard ser lo que se nos pedia, por lo que es bastante
frecuente olvidarse de este ltimo paso.

Ejemplo 1.22 Se quiere vallar un campo rectangular que estd junto a un
camino. Si la valla del lado del camino cuesta 80 euros por metro y la de los
otros lados 10 euros por metro, halla el drea del mayor campo que se puede
cercar con 28800 euros.

La funcién que nos piden maximizar es una funcién en
dos variables: S(z,y) = x - y. Tenemos que encontrar
una relacién entre las variables. Para ello utilizaremos
el dinero del que disponemos.

28800 = 10z + 10z + 10y + 80y = 28800 = 20z + 90y

2880 — 9y

=
. 2

S(z,y) =z -y = S(y) = 2L .y = S(y) = 1440y — Jy°

Buscamos ahora los extremos de la funcion obtenida:
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S'(y) = 1440 — 9y = S'(y) = 0 = y = 1410 = 160 (metros).
Como la funcion es muy fdcil de derivar vamos a utilizar el seqgundo
método que vimos para saber si lo que hemos encontrado es un mdzrimo o

un minimo de la funcion.

S"(y) = =9 = 5"(160) = =9 < 0 = el punto obtenido es un mdzximo de
la funcion y por lo tanto mazximiza el drea.

Solo nos falta obtener el drea pedida:

Appag = x -y = 2809180160 = 115200 m?
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1.7. Integrales

Definiciéon 1.11 Primitiva

F(x) es primitiva de f(z) si F'(x) = f(x)
Definicion 1.12 Integral indefinida

Es el conjunto de todas las primitivas de f(x)
/f(w)dél?:F(x)—i-C, con C eR

Se lee "integral de f(x) diferencial de x“

PROPIEDADES:

) [17@) 9] do= [ f@)dot [ go)do
b) /k-f(:c)dx:k:-/f(x)dm

1.7.1. Integrales inmediatas

s@It

1) Potencial: [[f(a)" () de = L

Ejemplo 1.23 Integrales inmediatas potenciales.

° /1dl’=l’+0

4
° /:c?’dx:a;—l-c

(3z + 2)°
6

1 _3 2 -1

o/3-(3$+2)5dm: +C

37
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4 3 4
/\fdx—/dex—x: C:3\£/lx7+0
3

f(=)
2) Exponencial: /af(z) f(x)de = a4

Lna
Ejemplo 1.24 Integrales inmediatas exponenciales

° /2xdfc: 2

Ln2+c
37
2
2z - 3% dx = C
o/x T L3+

n
5
° /5-e5xdac: ¢

C=e"40
Lne+ e +
!/

3) Logaritmica: /f (z)

x = Ln|f(x)|+C

Ejemplo 1.25 Integrales inmediatas logaritmicas
1
o [ —dr=Lnlz|+C
x

/ 2z
[ ]
2 -1

de = Ln|z? — 1|+ C
e
[ ]

T —dr = Ln|l + €|+ C
e

cas como aquellas integrales importantes que dan como resultado fun-
ciones trigonométricas.

) Seno: / F'(z) - senf(

x)dx = —cosf(z) + C
) Coseno: /f ) - cosf(

(x) dx = senf(x)
4.3) Tangente: /f’(x) ~tgf(x)d

!
4.4) De resultado tangente: / /

4) Trigonométricas: Incluimos tanto las integrales de funciones trigonométri-

+C

—Ln|cosf(x)|+ C

2F () dx =tgf(x)+C
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f'() f(z)

4.5) De resultado arcoseno: / ——r_dx = arcsen +C
a? — [f(z)]? a
/

4.6) De resultado arcotg.: /CLQ_{[(J%)]Q doe = aarctgff) +C

Ejemplo 1.26 Integrales inmediatas trigonométricas.

° /236n2x dr = —cos2x + C
° /3:62005303 dr = senx® + C

1
= farcsenz +C

1
° ——dx
/\/25—362 5 b}

X
. / : fe% dx = arctge®® + C

NOTA 1.17 Para las integrales trigonométricas es wtil recordar determi-
nadas relaciones. Las siguientes aparecen con frecuencia:

cos’z + sen’z = 1 } N cos2y — 1tcos2z

2 2 1—sen2x

cos2x = cos“x — sen‘x senQI ==

1.7.2. Ajustes en las integrales

Muchas veces la integral que queremos calcular no es, ”exactamente “, in-
mediata. Para que lo sean podemos emplear la segunda propiedad que vimos
al comienzo de la seccién y multiplicar o dividir por un nimero (NUNCA
POR UNA VARIABLE).

La estrategia consiste en multiplicar dentro de la integral por el niimero
que necesitemos y al mismo tiempo dividir fuera de la misma por ese mismo
nimero para que no alteremos el resultado.

Ejemplo 1.27 Cdlculo de integrales mediante pequenos ”ajustes “.

2 4 2 4
o [ew =g [an@ipar = o 0

1 —2sen?2 1
. /tg2xdm =—= / TESNAT Gy = ——Ln|cos2z|+ C
2 cos2x 2
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1.7.3. Integrales de funciones racionales

P
Estas integrales son del tipo / Ex§ dz con P(z) y Q(z) polinomios.
x

Q

Hay diferentes estrategias dependiendo de los grados del numerador y deno-
minador asi como de las raices del denominador. Las vemos con detalle.

El grado del numerador es mayor o igual que el del denominador

Hacemos la divisién entre los polinomios y expresamos la integral me-
diante el uso de la prueba de la divisiéon y aplicando la primera propiedad
que vimos al principio de la seccién:

Ejemplo 1.28 Integral de funciones racionales.

=

2
r*+r+1
/_H_dx = dividimos los polinomios = “42+1 — 1 4 oy

1'2 + 1 241

22+r+1 x x
T dx= 1 dr= [ d dr =
/ 211 /< +x2~|—1> v / $+/:n2+1 v

1
x+§-Ln|1+x2|+C’

El grado del numerador es menor que el del denominador

Dependiendo de las raices del denominador tenemos diferentes opciones.
Vemos las que involucran tnicamente raices reales.

a) Raices reales simples:

D(z)

Descomponemos 0@ 0 fracciones simples

ggg = % + B + -2 donde a,b, ...... ,n son las rafces.
S5r+4
Ej lo 1.29 —_—d
Jemplo /x2—2x—8 v
Buscamos las raices de:1:2x8$x2x8=0:>{ iii?
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Descomponemos en fracciones simples:

5x+4 _ A + B _ A(z+2)+B(z—4) _ (A+B)xz+2A—4B
(z—4)(z+2) — (z—4) (z+2) = (z—D(=+2) —  (z—4)(z+2)
A+B=5

9A— 4B — 4 }:>A:4,B:1

Br +4 4 1 4 1
L R dz — d dz —
/x2—2x—8 o /(az—4+x+2> o /x—4 x+/x+2 v

’4Ln!m—4\+Ln[w+2[+C‘

b) Raiz real multiple:

Descomponemos % en fracciones simples
Px) _ A B N
Q@) ~ z-a T @ T T G

donde n es el grado de multiplicidad de la raiz.

202 —5x + 7
x
3 —322+3x—1

Ejemplo 1.30 /
22 =322 +3x—1=>2>-322+32x - 1=0= 2z =1, triple

Descomponemos en fracciones simples:

22 —bx+7 A A(e=1)°4+B(z-1)+C _ Az’+(-2A+B)a+A-B+C

B c
B—32435-1 — -1 T @12 T @=1p — @1)° @1

=

A=2, B=-1,C=4
222 — x4+ 7 2 -1 4
/x3—3x2+3x—1dx__/x—1dm+/(x—1)2dx+/(x—1)3dx_

2Lnlz — 1| - 13 — o2 + C

c¢) Raices reales simples y multiples:

P . . , .
Descomponemos @) fracciones simples tratando a las raices sim-
ples como se vio en el primer apartado y a las multiples como se hizo
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en el segundo:
3+ 5
Ej lo 1.31 d
jemplo /x3x2x+1 x
Buscamos raices:= 23 — 2> —x+1=0= 2= —1, z =1 doble
Descomponemos en fracciones simples:
3x+5 A B ¢ _ A(x—1)24B(z—1)(z+1)+C(z+1)
P v e Bl e s SR ) Bl o 1. B @ %@ =
Vamos a ver un método diferente para calcular A,B y C.
Igualamos los numeradores y le damos valores a la x:
3r+5=A(x—-1)2+Bxz—-1)(z+1)+C(z+1)
Siz=1=8=20=C=4
Siz=-1=2=4A= A=
Siz=0=5=A-B+C=5=}-B+4=B=3
3z +5 z z 4
dx = 2 _dr— | —2—d / ——dr =
/a?3—a:2—:c+1 v /:z:+1 v /(az—l) v (x —1)2 v
SLnjz+1| - $Lnjz —1| - 4 +C
1.7.4. Integrales por partes

Definicion 1.13 Integracion por partes:

/udv v /vdu { u — du (parte de la funcion que derivamos)

dv — v (parte de la funcion que integramos)

NOTA 1.18 Para elegir dentro de una integral de este tipo qué funcion
derivamos y qué funcion integramos se utiliza la siguiente regla nemotécnica
que indica en qué orden se derivan las funciones:
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A — arcoseno, arcocoseno
L — logaritmos

P— polinomios

E— exponenciales

S — sen/cos/tg

Ejemplo 1.32 Cdlculo de integrales por partes.

1) /xemd:z:xem—/emdx:xex—ex—i—C

u=x — du=1dx
dv =e*dr — v =2¢"

23 Lnx
3

2) /x2Lna;dx =

Wl

8

u:Landu:%d
3
dvzx2d:p—>vz%

3) /x2cos2x dr = —x2senx+2/xsenx dx = —x’senz+2 <x005$ - /cosx dm> =

—x?senz + 2xcosr — 2senz + C

u= 12— du = 2zdr u=x — du=1ldx
dv = cosxdx — v = —senx dv = senxzdr — v = cosx

4) /exsenx dx = —ezcoszc—i—/ cosxe” dr = —excosx—I—exsenac—/ e*senx dr =

—x%senx + 2zcosx — 2senx + C

u=e* — du = e*dx u=e¥ — du = e*dx
dv = senxdr — v = —cosx dv = cosxdx — v = senx
I = —ecosx + e*senx — I = 21 = e*(senx — cosx) =

e’ (senx — cosx)

I =
2
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1.7.5. Integrales por cambio de variable

Se utiliza este método para simplificar el calculo de determinadas inte-
grales. Es importante acordarse de que ademas de cambiar la variable hay
que hacer lo mismo con el diferencial de la variable.

Ejemplo 1.33 Cdlculo de integrales por cambio de variable.

. / Ln(z + 2) .o / Lnt Ln2t _ Ln*(z+2)

D —dt = +C = 5 +C

r+2=t= 1ldz = 1dt

o ey Eo e R b

Integral racional
=1t = dx = 3t3dt

1.7.6. Integral definida

Definicién 1.14 Dada una funcion f(x) y un intervalo [a,b], la integral
definida es igual al drea limitada entre la grdfica de f(x), el eje de abcisas
y las rectas verticales t = a y x = b.

{x)

b
La integral definida se representa por / f(x)dx, donde a y b se deno-
a

minan limites de integracion.

Las mismas propiedades de las integrales indefinidas son aplicables a
estas y anadimos dos mds que necesitaremos (en especial la sequnda):

a) /abf(x)dxz—/baf(m)dx
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b) Si ¢ es un punto interior del intervalo [a,b], la integral definida se

descompone como una suma de dos integrales en los intervalos [a,c] y
[a,0].

/abf(x)dx:/acf(:v)dm+/cbf(x)dz:

NOTA 1.19 Si la curva (funcion) estd bajo el eje OX el resultado de la
integral serd negativo, cosa que, hablando de dreas, no tiene sentido. Habrd,
por tanto, que cambiarle el signo a la integral.

Una vez dicho esto solo hay que prestar atencion a las diferentes opciones
que se pueden dar.

f(x)

b
Area:/ f(z)dx

b
_1 Area: —/ f(l‘) dz
f(x}

—

Area —/acf(a:)der/cbf(m) do
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M/

a b

fix)

glx)

b b
Area= f(z)dx - / g(z)dx

f{x) fix)

Area _ /  fx) da _ (- / ' o) dm)

NOTA 1.20 Una vez visto todo esto nos falta la herramienta que nos per-
mitird calcular estas integrales definidas y que es la que viene a continuacion.

Definicion 1.15 Regla de Barrow:

La integral definida de una funcion f(x) en un intervalo [a,b] es igual a
la diferencia entre los valores que toma una funcion primitiva F(x) de f(x)
en los extremos de dicho intervalo.

b
/ f(2) dz = [F(@)] = F(b) — F(a)

Por lo tanto, primero integramos como ya sabemos hacer y luego sus-
tituimos los limites de integracion en la primitiva obtenida como indica la
regla de Barrow.

Ejemplo 1.34 Cdlculo de la integral definida. Regla de Barrow.

/2 (@ ixm?’ - [2@_—11)2] - _71 [(—12>2 - ﬁ] N ;_25
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NOTA 1.21 A la hora de resolver problemas de cdlculo de dreas es impor-
tante tener en cuenta los siguientes aspectos:

a) Los limites de integracion nos los pueden dar como ecuaciones de rec-
tas verticales (x = a) o como puntos en el eje de abcisas.

b) En el caso de dreas entre dos funciones puede que no nos den esos
limites de integracion y en ese caso los calcularemos viendo donde se
cortan las funciones.

¢) Hay que saber si las funciones cortan al eje X (cosa que sabemos hacer
sin problema). Esto nos indicard cuando estdn por encima o por debajo
de dicho eje. Esto es de vital importancia para conocer el signo que
tendremos que poner a la integral.

d) Cuando hay dos funciones, para saber cudl estd por encima y cudl por
debajo en un intervalo dado, basta con dar un valor a la funcion en
dicho intervalo.

e) El dibujo de las funciones no es estrictamente necesario si conocemos
todo lo anterior, pero siempre serd de ayuda aunque se trate unica-
mente de un boceto.

f) En ejercicios mds complicados basta con hacerse bien el dibujo y apli-
car el sentido comin.

3xr—6
Ejemplo 1.35 Hallar el drea limitada por la recta y = xT; el eje de

abcisas y las ordenadas correspondientes a x =0 y x = 4.

Comprobamos los puntos de corte de la funcion con el eje OX.

y=0 3z -6
37— 6 } =0="
= 2
2
0JO, la funcién corta al eje X en el intervalo [0,4]. Tenemos por tanto
que comprobar cuando estd por encima y cuando por debajo. f(1) = =2

2
f3)=3.

=>r=2

Usando la sequnda propiedad de las integrales definidas tenemos que se-
parar la integral en dos:
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/04f(x)d:c:/jf(x)dx—i—/;f(x)d:c

Como la primera parte de la funcion estd debajo del eje X, al calcular el
area tendremos que cambiar el signo de esa integral:

Area=— /2 f(z)dx + /4 f(z)dx
0 2

Por ultimo utilizaremos las propiedades de las integrales vistas al co-
mienzo de la seccion, resolveremos y utilizaremos la regla de Barrow:

2 4 2 4
3r—6 3z — 6 1 1
—/0 5 dx+/2 5 dx——2/0 3x—6d:1:+2/2 3r —6dr =

IE2 2 l’2 4
_ L [3 _Gz]0+; [32 - GxL = —5(6-12)+ [(24-24)~ (6-12)] =

=343 = 6u?]

Todo lo explicado anteriormente se ve claramente si dibujamos la fun-
cion:

(=]

ia
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Ejemplo 1.36 Calcular el drea del recinto limitado por la pardbola y =
22 42 y la recta que pasa por los puntos (—1,0) y (1,4).

Lo primero es escribir la ecuacion de dicha recta: y = 2x+2. Dibujamos
esta vez antes de empezar a calcular nada:

Calculamos los puntos de corte entre las funciones, que serdn posterior-
mente los limites de integracion.

2
=z°+2
z:2$+2 }:>l'1:0,$2:2

Como la recta queda por encima de la pardbola en el intervalo [0,2] el
drea pedida serd:

2 2 s [a3 2 8 4
/ 2r+2 dx—/ 22 4+2dx = [x2 -+ 230]0— [ + Zx] = 8— ( + 4> = —u?
0 0 3 0 3 3

NOTA 1.22 Como la suma de integrales es igual a la integral de la suma
(lo mismo con la resta), se pueden juntar las integrales antes de resolverlas
lo que puede facilitar los cdlculos:

2 2 2 2
/ 2x+2d:):—/ x2—|—2dac:/ 2x+2—x2—2dac:/ 20 — 2% dx =
0 0 0 0
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Ejemplo 1.37 Hallar el drea de la figura limitada pory = 22,y =x, = 0
yx=2.

En este caso me estan dando los limites de integracion en el enunciado.
Vamos por tanto a ver los puntos de corte entre las funciones que nos dan:

y=

y=x

En el intervalo [0,1], la pardbola (f(0,5) = 0,25), estd por debajo de la

recta (f(0,5) = 0,5). Sin embargo en el intervalo [1,2] la pardbola (f(1,5) =
2,25) queda por encima de la recta (f(1,5) =1,5).

2
}:>x2:x:>x20,33:1

En el intervalo [0,2] ambas funciones quedan por encima del eje X. Por
lo tanto el drea pedida serd:

. 1 1 2 2
Area= (/ xdm—/ $2daz)—|—</ xzda:—/ xd:v)
0 0 1 1

Utilizando la propiedad de las integrales de la mota anterior podemos
simplificar esta expresion:

. 1 2 22 371 3 212
Area= x—x?dx + ¢ —xdx = 5 3 + }

(-39 G-2)] 5

Como siempre, todo queda mds claro si previamente dibujamos lo que
nos piden:

¢4




1.8. PROBLEMAS PAU 51

1.8. Problemas PAU

Problema 1.1 Dada la funcion f(x) = se pide:

x+1’
a) (1 punto) Calcular el drea del triangulo formado por los ejes de coor-
denadas y la recta tangente a la curva y = f(z) en x = 2.

b) (0,75 puntos) Determinar las posibles asintotas de la curva y = f(x)
y estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)

2
c) Calcular/ xf(x)dx
0

Problema 1.2 Dada la funcion f(x) = 372, se pide:

a) (1 punto) Determinar el punto en el que la tangente a la curva y =

f(z) tiene pendiente igual a % y escribir la ecuacion de esta recta
tangente.
1 - f(2)

b) (0,5 puntos) Calcular lim

¢) (1 punto) Calcular el drea de la superficie acotada por la curva y =
f(x) y las rectas x =0, y = 1

Problema 1.3 (2,5 puntos) Un brote de enfermedad se propaga a lo largo
de unos dias. El numero de enfermos t dias después de iniciarse el brote
viene dado por una funcion F(t) tal que F'(t) = t>(10 — t).

a) (1 punto) Sabiendo que inicialmente habia 6 personas afectadas, cal-
cule la funcion F(t).

b) (1 punto) Calcule cuantos dias después de iniciarse el brote se alcanza
el nimero mdximo de enfermos y cudl es ese nimero.

¢) (0,5 puntos) Calcule, usando el teorema de Bolzano, cuantos dias dura
el brote.

Problema 1.4 (2,5 puntos)

a) (1,25 puntos) Sean f y g dos funciones derivables de las que se cono-
cen los siguientes datos: f(1) =1, f'(1) =2, g(1) =3, ¢'(1) = 4.

Dada h(z) = f((z+1)?), use la regla de la cadena para calcular h'(0).
Dada k(z) = @, calcule k'(1).
g(x)
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b) (1,25 puntos) Calcule la integral /(senz)4(cosx)3 dx. Se puede usar

el cambio de variable t = senx.

Problema 1.5 Dada la funcion f(x) = se pide:

1
2(x —1)’
a) (1,25 puntos) Determinar las asintotas de la curvay = f(z) y estudiar
los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

b) (1,25 puntos) Calcular el drea del recinto acotado limitado por la curva
y = f(x) yla recta 2o + 4y =7

2

2sen (71';:) st <1

Problema 1.6 Dada la funcion: f(x) = , se
z—1

Va—1

st x>1

pide
a) (0,75 puntos) Estudiar la continuidad de f(x) en x =1

b) (0,75 puntos) Determinar si existe, f'(1)

1
¢) (1 punto) Calcular el valor de/ xf(x)dx
0

Problema 1.7 Dada la funcién f(x) = vV4x? — 24, se pide:

a) (0,5 puntos) Determinar su dominio.

b) (1,5 puntos) Determinar sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) (0,5 puntos) Calcular sus limites laterales, lim M y lim M
z—=0— T z—=0+t T

L
Problema 1.8 Dada f(z) = ﬂ, definida para x > 0, se pide:
x

a) (0,5 puntos) Calcular, en caso de que erista, una asintota horizontal
de la curva y = f(x).

b) (1 punto) Encontrar un punto de la curva y = f(x) en el que la recta
tangente a dicha curva sea horizontal y analizar si dicho punto es un
extremo relativo.
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¢) (1 punto) Calcular el drea del recinto acotado limitado por la curva
y= f(z) ylas rectasy =0 y z = e.
Problema 1.9 (2,5 puntos)

a) (1 punto) A partir de la siguiente grdfica de la funcion f, determine
los valores de: f'(—1), lm f(x), lm f(x), lim f(z)
r——21 T——2" z—0

T

22 4+2c+1 si —3<z<0

b) (1,5 puntos) C’alcule/ 1+ senz si 0<z<4

_3g(m) dx, donde g(x) = {

Problema 1.10 La contaminacion por didzido de nitrégeno, NOs, en cier-

ta estacion de medicion de una ciudad, durante el pasado mes de abril, se

23t2 3
puede modelar por la funcion c(t) = 80 — 6t + >0 " 30 mg/m?3 donde
t € [0,30] representa el tiempo, expresado en dias, transcurrido desde las 0

horas del dia 1 de abril.

a) (0,5 puntos) sQué nivel de NOy habia a las 12 horas del dia 10 de
abril?

b) (1,25 puntos) sEn qué momento se alcanzd el mdzimo nivel de N Oz %4 cudl
fue ese nivel mdximo?

1 30
c) (0,75 puntos) Calcule, mediante 30/ c(t) dt, el nivel promedio del
0
mes.

Problema 1.11 (2,5 puntos) Dada la funcion f(x) = 2cosz + |z — 1|, se
pide:

a) (0,5 puntos) Determinar el valor de f'(0).

b) (1 punto) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curvay = f(x)
en el punto de abcisa x = .
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¢) (1 punto) Hallar el drea del recinto del plano limitado por la curva
y = f(x), el eje OX y las rectas v = y © = 2.

Problema 1.12 (2,5 puntos) El dibujo adjunto muestra la grdfica de la
funcion f(x) = (6 — 33)6%4 — 1, se pide:

a) (1 punto) Calcular el drea de la region sombreada.

b) (1 punto) Determinar la abcisa del punto de la grifica donde la recta
tangente tiene pendiente mdxima.

¢) (0,5 puntos) Efectuando los cdlculos necesarios, obtener la ecuacion
de la asintota que se muestra en el dibujo.

Problema 1.13 (2,5 puntos) Haz lo que se indique en cada apartado:

a) (1,5 puntos) En un experimento en un laboratorio se han realizado
5 medidas del mismo objeto, que han dado los resultados siguientes:
m1 = 0,92, mo = 0,94; m3 = 0,89; my4 = 0,90; ms = 0,91. Se tomard
como resultado el valor de x tal que la suma de los cuadrados de los

errores sea minima. Es decir, el valor para el que la funcion E(x) =
(x—m1)? + (z —m2)? +

dicno valor de x.

+ (x — ms)? alcanza el minimo. Calcule

b)

(1 punto) Aplique el método de integracion por partes para calcular la
2

mtegml/ 2?lnz dz, donde In significa logaritmo neperiano.
1

> || .
Problema 1.14 (2,5 puntos) Dada la funcion: f(x) = ——, se pide:
VaZz 49

a) (0,5 puntos) Determinar, si existen, las asintotas horizontales de f(x).
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b) (0,75 puntos) Calcular f'(4).

¢) (1,25 puntos) Hallar el drea del recinto del plano limitado por la curva
y= f(x), el eje OX y las rectas v = —1 y x = 1.

Problema 1.15 (2,5 puntos)Dada la funcion f(z) = 3x%e™%, se pide:

a) (1 punto) Hallar los extrmos relativos y los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de f(z).

1
b) (0,75 puntos) Calcular/ f(z)dx.
0

c) (0,75 puntos) Calcular los limites lim f(z) y lim f(x)
T—r—00 r—r+00
Problema 1.16 (2,5 puntos) Una firma de alta perfumeria pretende sacar
al mercado un frasco de un perfume exclusivo que contenga 12 ml de esencia
pura mds una cantidad variable, x, de alcohol. El precio de la esencia pura es
de 48 euros el mililitro. Al ariadir alcohol a la esencia, el precio de la mezcla
resultante disminuye. Sabiendo que por cada mililitro de alcohol anadido el
precio del mililitro de mezcla se reduce 3 euros, se pide:

a) (0.25 puntos) Determinar el precio del frasco de perfume en el caso
x =0 (el frasco solo contiene los 12 ml de esencia).

b) (0,5 puntos) Expresar en funcion de x el precio del frasco que contiene
(12 + z) ml de mezcla.

c) (0,5 puntos) Deducir con qué valor de x el precio de la mezcla se hace
cero.

d) (1,25 puntos) Sin tener en cuenta otros costes, determinar el valor de x
para el que se obtiene el frasco de perfume (mezcla) de precio mdzximo.
Indicar en este caso la capacidad del frasco y precio resultante.

» 8e2r~1 5 2 <2
Problema 1.17 (2,5 puntos) Dada la funcion:f(x) =< ,3_4 s 799

z—2
se pide:

a) (0.75 puntos) Estudiar la continuidad de f en x = 2.

b) (1 punto) Calcular las asintotas horizontales de f(x). sHay alguna
asintota vertical?
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2
c¢) (0,75 puntos) Calcular/ f(x)dx
0

Problema 1.18 (2,5 puntos) El dibujo adjunto muestra la grifica de una
funcion y = f(x). Usando la informacion de la figura se pide:

a) (0.5 puntos) Indicar los valores de f(—1) y f'(1).

b) (1 punto) Justificar, usando limites laterales, si f es continua en los
puntos x = —1 y x = 0.

¢) (0,5 puntos) Indicar razonadamente si f es derivable en los puntos
r=-1yx=0.

0
d) (0,5 puntos) Determinar el valor de / f(z)dx.
—2

/

] I 2

[

2> +x+6

se pi-
—9 p

Problema 1.19 (2 puntos) Se considera la funcion: f(x)
de:

a) (0,5 puntos) Determinar el dominio y las asintotas verticales de f.

b) (0,5 puntos) Calcular lim f()

r—00 I

5
¢) (1 punto) Calcular/ f(z)dx
3

2
Problema 1.20 (3 puntos) Dadas las funciones f(x) = — y g(z) = senz
x

se pide:

a) (1 punto) Calcular ilg%) <f(:n) - g(233)>
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b) (0,75 puntos) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva
y = f(z) en el punto (3,4)

c) (1,25 puntos) Calcular el drea delimitada por la curva y = f(z) y la
recta y = —x + 3

xT

Problema 1.21 (3 puntos) Se considera la funcion: f(x) = xe™® se pide:

a) (0,5 puntos) Determinar el dominio y las asintotas de f.

b) (1,5 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y
hallar sus extremos relativos.

¢) (1 punto) Calcular el drea del recinto acotado limitado por la curva
y = f(x), el eje de abcisas y las rectas x =1 y x = 3.

Problema 1.22 (2 puntos) Se administra una medicina a un enfermo y
t horas después la concentracion en sangre del principio activo viene dada
por c(t) = tes maligramos por mililitro. Determine el valor mdzimo de
c(t) e indique en qué momento se alcanza dicho valor mdzimo. Sabiendo
que la mdzima concentracion sin peligro es de 1 mg/ml, senale si en algin
momento hay riesgo para el paciente.

1
st x<0
d—x
Problema 1.23 (3 puntos) Dada la funcion: f(z) =
1
st x>0
S+

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la continuidad de f y determinar sus asintotas.

b) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f'(x) donde sea
posible.

1
¢) (1 punto) C’alcular/ f(z)dx
-1

Problema 1.24 (2 puntos) Calcular el drea comprendida entre las curvas
y=(zr—1)e" ylarectay=x—1.

+2x -1 s1

Problema 1.25 (3 puntos) Dada la funcion: f(z) = 2v—4

0 st
se pide:
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a) (1 punto) Hallar las asintotas de la curva y = f(x).

b) (1 punto) Determinar los posibles extremos relativos y puntos de in-
flezion de y = f(x).

1
¢) (1 punto) Calcular/ f(z)dx
-1

Problema 1.26 (3 puntos) Dada la funcién: f(z) = (6 — z)es se pide:

a) (1 punto) Determinar su dominio, asintotas y cortes con los ejes.

b) (1 punto) Calcular su derivada, intervalos de crecimiento y decreci-
miento y extremos relativos.

¢) (1 punto) Determinar el drea del tridngulo que forman los ejes coor-
denados con la tangente a la curva y = f(x) en el punto xz = 0.

Problema 1.27 (2 puntos) Los estudiantes de un centro docente han or-
ganizado una rifa benéfica con la que pretenden recaudar fondos para una
ONG. Han decidido sortear un ordenador portdtil que les cuesta 600 eu-
ros. Quieren fijar el precio de la papeleta, de modo que la recaudacion sea
mazximo. Saben que si el precio de cada una es de 2 euros, venderian 5000
papeletas, pero que, por cada euro de incremento en dicho precio, venderdn
500 papeletas menos. ;A qué precio deben vender la papeleta?.

Si el Unico gasto que tienen es la compra del ordenador, ;cudnto dinero
podrdan donar a la ONG?.

Problema 1.28 (2 puntos) Se consideran las funciones f(z) = 2+ x — x°

2
yg(z) = o definida para x # —1. Se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar el drea del recinto del primer cuadrante limitado
por las curvas y = f(x) ey = g(x).

b) (1 punto) Calcular limlf(:n)g(:z‘)
r——
Problema 1.29 (2 puntos)

a) (1 punto) Determine el polinomio f(x) sabiendo que " (x) =12 para
todo x € R y ademds verifica: f(1) =3, f'(1) =1, f"(1) = 4.
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b) (1 punto) Determine el polinomio g(x) sabiendo que ¢"(x) = 6 para
todo x € R y que ademds verifica:

/Olg<x>=5y/ozg<x>=14

Problema 1.30 (2 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad en
r=0yenxz=1 de:

o) = {

0 st <0
|xLnz| si x>0

Problema 1.31 (3 puntos) Dada la funcion: f(x) = { Lﬂkx zz i ; i

se pide:

a) (1,5 puntos) Estudiar su continuidad y derivabilidad y calcular la fun-
cion derivada ' donde sea posible.

1
b) (0,5 puntos) C’alcular/ f(z)dx
-1

2
¢) (1 punto) Calcular/ f(z)dx
1

Problema 1.32 (3 puntos) Dada la funcion: f(z) = { fe‘l,x z; i i 1

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la continuidad de f y calcular EIEI f(zx)

b) (0,5 puntos) Calcular la recta tangente a la curvay = f(z), en x = 2.
1
¢) (1,5 puntos) Calcular / f(z)dx
~1

Problema 1.33 (2 puntos) Dada la funcidn: f(z) = Va? — 4z + 3 se pide:

@) g f@

a) (1 punto) xlgrolo . =

b) (1 punto) Justificar que f estd definida en todo x del intervalo [0,1] y
1
calcular / (x —2)f(x) dx
0
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Problema 1.34 (3 puntos) Sea f(x) una funcion con derivada de orden
dos continua para todo numero real y cuya grdfica contiene al origen. La
funcion derivada f'(x) (representada en el grdfico adjunto) es positiva para
todo x > 2 y negativa para todo x < —3. Se pide.

a) (1 punto) Determinar la ecuacion de la recta tangente a la grdfica de
f(x) en el punto de abcisa x = 0.

b) (1 punto) Determinar las abcisas de los extremos relativos de f(x) y
clasificar dichos extremos.

¢) (1 punto) Demostrar que f(z) tiene un punto de inflexion en el inter-

valo (—3,2).
AV,
| N
3

Problema 1.35 (3 puntos) Dada la funcién: f(x) = 222 — %, se pide:

a) (0,75 puntos) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
f(z).

b) (0,5 puntos) Determinar las coordenadas de sus extremos relativos.

¢) (0,75 puntos) Calcular el valor mdzimo que puede tener la pendiente
de una recta tangente a la grifica de f(x).

d) (1 punto) El volumen del cuerpo de revolucion que se obtiene al girar
la grifica de la funcion en torno al eje OX entre los puntos de corte
de la misma con dicho eje.

Problema 1.36 (2 puntos)

4
a) (1 punto) Calcular la integral definida / (1—-z)e ¥dx
1
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b) (1 punto) Calcular lim (1 —z)e " y lim (1 —z)e”

T—r00 T—r—00

o _Jat+zxzlnx st x>0
Problema 1.37 (3 puntos) Dada la funcion: f(z) = { 22 si 2<0
se pide:

a) (1 punto) Calcular el valor de a para que f(x) sea continua en todo

R.

b) (1 punto) Calcular f'(x) donde sea posible.
0

¢) (1 punto) Calcular:/ f(z)dx
~1

Problema 1.38 (2 puntos) Dada f(x), funcion derivable, con derivada
continua, tal que f(0) =0 y f'(0) =1 se define la funcion g(x) = (f(z))? —
ef@) y se pide:

a) (1 punto) Hallar g(0), ¢'(0) y (fg)'(0).
b) (0,5 puntos) Determinar la ecuacion de la recta tangente a la curva

y=f(z) enx=0

c) (0,5 puntos) Obtener el valor del lim =)
z—0 T

senx

st x<0

Problema 1.39 (3 puntos) Dada la funcion: f(z) = x
ze*+1 st x=0

se pide:

a) (2 puntos) Determinar los valores a, b, ¢ para que la funcion:

—1 st =0
flz)=«¢ ax—>b si 0<z<1
24brtec si l<ax<?2

Sea continua en el intervalo [0,2] y derivable en (0,2).

b) (1 punto) Aplicar, si es posible, el Teorema del Valor Medio a la fun-
cion g(x) = x® + x en el intervalo [1,2] y calcular, en tal caso, un
punto de dicho intervalo en el que ¢'(x) tome el valor predicho por el
Teorema del Valor Medio.
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Problema 1.40 (3 puntos) Dada la funcién: f(x) = x?e™% se pide:
a) (1 punto) Determinar su dominio, asintotas y cortes con los ejes.

b) (1 punto) Calcular su derivada, intervalos de crecimiento y decreci-
miento y extremos relativos.

¢) (1 punto) Determinar los puntos de inflexion y dibujar la curva y =

f ().
Problema 1.41 (2 puntos)

a) (0,5 puntos) Estudiar el crecimiento de la funcion f(x) = 1+ 2z +
322 + 4a3.

b) (1,5 puntos) Demostrar que la ecuacion 1+ 2x + 32 + 423 = 0 tiene
una unica solucion real y localizar un intervalo de longitud 1 que la
contenga.

Problema 1.42 (3 puntos) Hallar:

V1 + senz — /1 — senx
x

a) (1 punto) ilg})

b) (1 punto) /(3:1: + 5)cosz dx

¢) (1 punto) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos
ex — e”
relativos de la funcion: f(x) =

T Ln(x+1
, Lntz+1)

Probl 1.43 tos) Dada 1 jon: =
roblema (8 puntos) Dada la funcion: f(x) p prarag

se pide:

a) (1,5 puntos) Determinar el dominio de f y sus asintotas.

b) (0,75 puntos) Calcular la recta tangente a la curvay = f(x) enx = 0.
¢) (0,75 puntos) Calcular /f(x) dx

senx
il i 0
Problema 1.44 (3 puntos) Dada la funcion: f(x) = x TS
ze* +1 si x=0
se pide:
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a) (1 punto) Estudiar la continuidad de f.
b) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f' donde sea posible.

3
¢) (1 punto) Calcular la integml:/ f(z)dx
1

1
Problema 1.45 (3 puntos) Dada la funcion: f(x) = 1 —i—%, se pide:
T x

a) (1 punto) Determinar el dominio de f y sus asintotas.

b) (1 punto) Calcular f'(z) y determinar los extremos relativos de f(x).

1
¢) (1 punto) Calcular/ f(z)dx
0

Hsenx 1

5 + B six <0
Problema 1.46 (3 puntos) Dada la funcion: f(x) = ¢ * si =0
ze +3 si x>0

se pide:
a) (1 punto) Hallar, si existe, el valor de a para que f(x) sea continua.

b) (1 punto) Decidir si la funcién es derivable en x = 0 para algin valor

de a.
Lnb5
¢) (1 punto) Calcular la integml:/ f(z)dx
1

2 —dr+3
Problema 1.47 (3 puntos) Dada la funcion: f(z) = % se pide:
x —_—

a) (1 punto) Hallar el dominio de f(x).

b) (1 punto) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

c¢) (1 punto) El drea del recinto limitado por la grdfica de la funcidn, el
eje de abcisas y las rectas x = i%.
mad — 1

Problema 1.48 (8 puntos) Dada la funcion: f(x) = ——5— se pide:
x

a) (1 punto) Hallar el valor de m para el que f tiene un extremo relativo

enx =1.
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b) (1 punto) Obtener las asintotas de f para el caso m = —2.

¢) (1 punto) En el caso m = —2, estudiar los intervalos de crecimiento
de f y calcular los puntos de corte con los ejes. Esbozar la grdfica de
f vy sus asintotas.

Problema 1.49 (3 puntos) Sea f(x) una funcion con derivada continua tal
que f(0) =1y f'(0) = 2. Se considera la funcion g(x) = 2(f(x))? y se pide:

a) (1 punto) Hallar la recta tangente a la curva y = g(x) en z = 0.
o fl@) -1
b) (1 punto) Calcular ili% =z 1

¢) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f' donde sea posible.

Problema 1.50 (2 puntos) Calcular:
dx
1— 422

o) (1 punto) /1

) 1 1
) (1 punto) liny <x_1 - Ln:z:>

Problema 1.51 (2 puntos)

a) (1 punto) Sea f : R — R una funcion dos veces derivable. Sabiendo
que el punto de abcisa T = —2 es un punto de inflexion de la grdfica de
f(z) y que la recta de ecuacion y = 16z + 16 es tangente a la grdfica
de f(z) en dicho punto, determinar: f(—2), f'(=2) y f"(—2).

b) (1 punto) Determinar el drea de la region acotada limitada por la grdfi-
ca de la funcion g(z) = x* + 423 y el eje OX.

Problema 1.52 (2 puntos) Calcular justificadamente:
1 —2x —e* + sendx
22

(522 +2)(z — 6)
(22 —1)(22 — 1)

a) (1 punto) 31313%

b) (1 punto) zlg]élo

a+In(l—z) si <0
xle® st x>0

Problema 1.53 (3 puntos) Dada la funcion: f(x) = {
se pide:
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a) (1 punto) Calcular h;rn f(z)y lim f(z)

r——00

b) (1 punto) Calcular el valor de a, para que f(x) sea continua en todo

R.

¢) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f', donde sea posi-
ble.

Problema 1.54 (2 puntos) Calcular los siguientes limites:
arctgr — x

a) (1 punto) il_r% 3

1
x

b) (1 punto) lim (1 — senx)
z—0
Problema 1.55 (2 puntos)
6
a) (1 punto) Sea g(x) una funcion derivable que cumple g(6) = / g(x) dx.
5
6
Hallar: / (x —5)g'(z) dx
5
¢ 1
b) (1 punto) Sea f(zx)- una funcion continua que verifica / flu)du = 3
1

2
Hallar:/ f(e2)e? du
0

202 +6
st <0
z—1
Problema 1.56 (3 puntos) Dada la funcion: f(z) =
rol s 0
si
22+ 1 -

se pide:
a) (0,75 puntos) Estudiar lsu continuidad.

b) (1 punto) Estudiar la ezistencia de asintotas de su grdfica y, en su
caso, calcularlas.

c) (1,25 puntos) Hallar los extremos relativos y esbozar su grdfica.

Problema 1.57 (2 puntos) Dada la funcién: f(z) = 2% + az® + bx + ¢ se
pide:
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a) (1,5 puntos) Hallar los valores de a, b y ¢ para que la grdfica de la
funcion tenga un extremo relativo en el punto de abcisa x = 1, un
punto de inflexion en el de abcisa x = % y corte el eje OY en el punto
de ordenada y = 1.

b) (0,5 puntos) sEs el extremo relativo un mdzimo o un minimo?

2 —x+25 5t
2 — 2 g
Problema 1.58 (2 puntos) Dada la funcion f(x) = 5V/(2+2) +(5-x)? si
5Ln(1+ z?) .
_ st
\ Lnb

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la continuidad de f(x) enxz =1y en x = 2.
b) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f(x) enx =1y en z = 2.

x2+a

Problema 1.59 (3 puntos) Dada la funcion f(x) = o
x

se pide:
a) (1 punto) Calcular la recta tangente a la grdfica de f(z) en x = 1.

b) (0,5 puntos) Hallar el valor de o para el que esta recta tangente es
horizontal.

¢) (1,5 puntos) Representar grdficamente la funciony = f(z) para o = 2,
estudiando sus asintotas y su crecimiento y decrecimiento.
4 27

Probl 1. D 1On: =
roblema 1.60 (3 puntos) Dada la funcion: f(x) po + w2

pide:
a) (0,75 puntos) Hallar las asintotas de su grdfica.

b) (1,75 puntos) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimien-
to y calcular sus puntos de inflexion.

c) (0,5 puntos) Esbozar la grdfica de la funcion.

Problema 1.61 (2 puntos) Dada la funcion: f(x) = % se pide:
T

a) (1 punto) Hallar la ecuacidn de la recta tangente a la grdfica de f en
z=0
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1
b) (1 punto) Calcular/ xfxdx
0

Problema 1.62 (2 puntos) Dada la funcion: f(x) = ev se pide:

a) (1 punto) Calcular EI-&I} f(z), lm f(x) y estudiar la existencia de

T——00
lim f(z)
z—0

b) (1 punto) Esbozar la grifica y = f(x) determinando los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus asintotas.

a st <0

Problema 1.63 (2 puntos) Dada la funcion: f(z) = { l4ze™ si 2>0

se pide:

a) (1 punto) Determinar el valor de a para que f sea continua en x =0
y estudiar, en ese caso, la derivavilidad de f en x = 0.

1
b) (1 punto) Calcular, en funcion de a, la integml/ f(x)dx
-1

senx

st <0
x
Problema 1.64 (3 puntos) Dada la funcion: f(xz) =
Ln(x+1) .
— 51 >0
r+1

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la continuidad de f(x) en x = 0.
b) (1 punto) Calcular xll;r_noo f(x), xlggo f(x)
¢) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f donde sea posible.

Problema 1.65 (2 puntos) Calcula las siguientes integrales:

a) (1 punto)/ 2+9 dx

b) (1 punto)/mdm

Problema 1.66 (3 puntos) Dada la funcién: f(z) = 2cos’x, se pide:



68 CAPITULO 1. ANALISIS

a) (1 punto) Calcular los extremos absolutos de f(x) en [-F, ]
b) (1 punto) Calcular los puntos de inflexion de f(x) en [—F, T]

¢) (1 punto) Calcular /2 f(z)dx
0

Problema 1.67 (2 puntos) Dada la funcion: f(x) = e * —z, se pide:

a) (1 punto) Determinar el polinomio de sequndo grado, P(x) = ax® +
bx + ¢, que verifica simultdneamente las tres condiciones siguientes:

P(0) = £(0), P'(0) = f'(0), P"(0) = f"(0).

b) (1 punto) Usar los teoremas de Bolzano y Rolle para demostrar que la
ecuacion f(x) =0 tiene una tinica solucion real.

222 4+ 3
fl st x<0
Problema 1.68 (3 puntos) Dada la funcién: f(z) = ¢, v si =0
es st x>0
se pide:

a) (1 punto) Determinar el valor de a para que f sea continua en x = 0.
b) (1 punto) Para ese valor de a, estudiar la derivabilidad de f en x = 0.

¢) (1 punto) Hallar, si las tiene, las asintotas de la grifica y = f(x).
Problema 1.69 (3 puntos)

a) (0,5 puntos) Representar grdficamente el recinto limitado por la grifica

de la funcion f(x) = Lnz y el eje OX entre las abcisas x = %, T =e.

b) (1,25 puntos) Calcular el drea de dicho recinto.

¢) (1,25 puntos) Calcular el volumen del solido de revolucion obtenido al
girar dicho recinto alrededor del eje OX.

3

Problema 1.70 (2 puntos) Dada la funcion f(z) = (xf73)2’ se pide:

a) (1 punto) Hallar las asintotas de su grdfica.

b) (1 punto) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grifica de f(x)
en el punto de abcisa x = 2.
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Problema 1.71 (2 puntos)
8
a) (1 punto) Sea f(x) una funcion continua tal que / f(u)du = 3.
1

2
Hallar:/ f(z®)2? de
1

b) (1 punto) Hallar el dominio de definicion y las abcisas de los puntos
donde la funcion F(z) = \/(z —3)(9 — z)? alcanza sus mdzimos y
minimos relativos.

3r+ A si <3

Problema 1.72 (3 puntos) Dada la funcion: f(z) = { A4 100 -2 si x>3

se pide:

a) (1 punto) Hallar el valor de A para que f(x) sea continua. ;Es deri-
vable para ese valor de A?

b) (1 punto) Hallar los puntos en los que f'(x) = 0.

¢) (1 punto) Hallar el maximo absoluto y el minimo absoluto de f(x) en
el intervalo [4,8].

Problema 1.73 (3 puntos) Dada la funcién: f(x) = x’senz, se pide:

a) (1 punto) Determinar, justificando la respuesta si la ecuacion f(x) =0
tiene alguna solucion en el intervalo abierto (5, ) .

b) (1 punto) Calcular la integral de f en el intervalo [0, 7]

c) (1 punto) Obtener la ecuacion de la recta normal a la grifica de y =
f(z) en el punto (m, f(m)). Recuérdese que la recta normal es la recta
perpendicular a la recta tangente en dicho punto.

Problema 1.74 (3 puntos) Dadas las funciones:

~ 3z + Ln(z +1)
x?—3

f(z) , g(x) = (Lnx)*, h(z) = sen(m — x), se pide:

a) (1 punto) Hallar el dominio de f(x) y el lim f(x).

b) (1 punto) Calcular ¢'(e).
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¢) (1 punto) Calcular en el intervalo (0,2m) las coordenadas de los puntos

de corte con el eje de abcisas y las coordenadas de los extremos relativos
de h(z).

Problema 1.75 (3 puntos) Dada la funcién f(x) = cos®z, se pide:

a) (1 punto) Calcular los extremos relativos de f en el intervalo (—m, ).
b) (1 punto) Calcular los puntos de inflexion de f en el intervalo (—m, ).
c) (1 punto) Hallar la primitiva F(x) de f(x) tal que F(%) =0

xr —

3
Va9’

Problema 1.76 (2 puntos) Dada la funcion f(z) = se pide:

a) (1 punto) Hallar lir§1+ f(z) y lim f(x)
z—

r—3~

b) (1 punto) Hallar lim f(z) y lim f(x)
T——+00

T—r—00

Problema 1.77 (2 puntos) Dado el polinomio P(x) = z3 + az? + bz + c,
abtener los valores de a, b y ¢ de modo que se verifiquen las condiciones
stgquientes:

e El polinomio P(x) tenga extremos relativos en los puntos de abcisas
-1
r=75,rv=-L

o La recta tangente a la grdfica de P(x) en el punto (0, P(0)) sea y =
r+ 3.

Problema 1.78 (3 puntos) Sabiendo que la funcion F(x) tiene derivada
f(z) continua en el intervalo cerrado [2,5] y ademds que: F(2) =1, F(3) =
2, F(4) =6, F(5) =3, f(3) =3y f(4) = —1. Hallar:

5
a) (0,5 puntos)/2 f(x)dx
3
b) (1 punto)/2 (5f(x) —7)dx

4
c) (1,5puntos)/2 F(z)f(z)dx
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Problema 1.79 (2 puntos) Hallar a. b, y ¢ de modo que la funcion f(z) =
z3 + ax® 4+ bz + ¢ alcance en x = 1 un mdzimo relativo de valor 2 y tenga
en x = 3 un punto de inflexion.

Problema 1.80 (2 puntos) Calcular razonadamente las siguientes integra-
les definidas:

™
a) (1 punto)/ e*cosx d
0

sen2x
——dx
1+ cos?2x

b) (1 punto) /2
0
Problema 1.81 (3 puntos) Se pide:

L ; 2
a) (1 punto) Calcular los limites: xll)rinoo 110G

1
: x
b) (1 punto) Calcular la mtegml:/o de

¢) (1 punto) Hallar el dominio de definicion de la funcidn f(x) = Va2 + 9z + 14.
Hallar el conjunto de los puntos en los que la funcion f tiene derivada.

1

ew st <0
Problema 1.82 (2 puntos)Dada la funcién: f(z) = { F st x=0
cosr — 1 st x>0
senx
Hallar el valor de k para que f sea continua en x = 0. Justificar la

respuesta.
Problema 1.83 (2 puntos)

a) (1 punto) Hallar el drea del recinto limitado por la grifica de f(x) =
—senx y el eje OX entre las abcisas ¢ =0 y x = 2.

b) (1 punto) Hallar el volumen del sélido de revolucion que se obtiene al
hacer girar la grdfica de f(x) = —senz alrededor del eje OX entre las
abcisas x =0 y x = 27.

Problema 1.84 (2 puntos) Halla el valor de X para que la funcion:

e)\mz -1 )
e st x>0
x .
flz) = sea continua. Razonar la respuesta.
sen2x .
st <0
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Problema 1.85 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = § — senx, calcular el

drea del recinto acotado comprendido entre la grdfica de f, el eje OX y las

rectas x =0, x = §

Problema 1.86 (2 puntos) Se pide:

3
a) (1 punto) Calcular la integral: / z\V 4+ b5x? dx
1

b) (1 punto) Hallar los valores minimo y mdzimo absolutos de la funcion

f(z) = V12 — 322

Problema 1.87 (2 puntos) Se pide:

a) (1 punto) Calcular: lim Ve

T—00 /.T—f-ﬁ

b) (1 punto) Demostrar que la ecuacién 4x® 4+ 3z + m = 0 solo tiene
una raiz real cualquiera que sea el niumero m. Justificar la respuesta
indicando qué teoremas usas.

Problema 1.88 (2 puntos) Hallar:
16

a) (0,5 puntos) / (x —15)%dx
14

b) (1,5 puntos) /911(33 —10)(z — 9)dz

322 + 5z — 20
Problema 1.89 (8 puntos) Dada la funcion: f(x) = %, se
x

pide:
a) (1,5 puntos) Estudiar y obtener las asintotas.
b) (1 punto) Estudiar los intervalos de concavidad y convezidad.

¢) (0,5 puntos) Representar grdficamente la funcion.

r—1
(x+1)%’

a) (1,5 puntos) Obtener, si existen, los mdzimos y minimos relativos y
las asintotas.

Problema 1.90 (3 puntos) Dada la funcion: f(z) = se pide:
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b) (1,5 puntos) Calcular el drea del recinto acotado comprendido entre la
grdfica de f, el eje OX y las rectas x = 0. x = 3.

Problema 1.91 (2 puntos) Calcular los limites:

a) (1 punto) lim zer
z—0t

1+tgr —+/1 —tgx
VI+tgr —/T—1g
T

b) (1 punto) lim
z—0

ar* +1
$3

Problema 1.92 (3 puntos) Dada la funcion: f(z) = , se pide:

a) (1 punto) Determinar el valor de a para el que la funcidon posee un
minimo relativo en x = 1. Para este valor de a obtener los otros puntos
en los que f tiene un extremo relativo.

b) (1 punto) Obtener las asintotas de la grdfica de y = f(x) para a = 1.

¢) (1 punto) Esbozar la grdfica de la funcion para a = 1.

Problema 1.93 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = Ln(x? + 4x — 5), se
pide:

a) (1 punto) Determinar el dominio de definicion de f(X) y las asintotas
verticales de su grdfica.

b) (1 punto) los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

Problema 1.94 (3 puntos) Dadas las funciones: y = 9 — 2%, y = 2z + 1,
se pide:

a) (1 punto) Dibujar las grdficas de las dos funciones identificando el
recinto acotado por ellas.

b) (1 punto) Calcular el drea de dicho recinto acotado.

¢) (1 punto) Hallar el volumen de un cuerpo de revolucion obtenido al
hacer girar alrededor del eje OX el recinto acotado por la grdfica de
y=9—22y el eje OX.

Problema 1.95 (2 puntos) Calcular los limites:

a) (1 punto) ill%(l + arctgz)s
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3 + 2e”
b) (1 to) lim ————
) (Lpnto) iy e e

Problema 1.96 (2 puntos) Calcular los limites:

1
T
a) (1 punto ——dx
) (1p )/0 T

b) (1 punto)/ xcosx dx
0

Problema 1.97 (2 puntos)

2 ax
-3

Obtener el valor de a para que: lim <a:2) =4
z—oo \ 1% + 3

Problema 1.98 (3 puntos) Dada la funcion: f(x) = e* + ae™?, siendo a
un numero real, estudiar los siguientes apartados en funcion de a:

a) (1,5 puntos) Hallar los extremos relativos y los intervalos de creci-
miento y decrecimiento de f.

b) (1 punto) Estudiar para que valor o valores de a la funcion f tiene
alguna asintota horizontal.

¢) (0,5 puntos) Para a > 0, hallar el drea de la region acotada compren-
dida entre la grdfica de f, el eje OX y las rectas x =0, x = 2.

Problema 1.99 (3 puntos) Dada la funcién: f(x) = 2® — x, se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grdfica de f en
el punto (—1, f(—1))

b) (1 punto) Determinar los puntos de interseccion de la recta hallada en
el apartado anterior con la grdfica de f.

¢) (1 punto) Calcular el drea de la region acotada que estd comprendida
entre la grdfica de f y la recta obtenida en el apartado anterior.
2+ 2

Problema 1.100 (3 puntos) Dada la funcion: f(x) = oS pide:
x

a) (0,75 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento

de f(x).
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b) (0,75 puntos) Hallar los puntos de inflexion de la grdfica de f(x).
¢) (0,75 puntos) Hallar las aintotas y dibujar la grdifica de f(x).

d) (0,75 puntos) Hallar el drea del recinto acotado que limitan la grdfica
de f(x), el eje de abcisas y las rectas y =x +2, z = 1.

VaLnz 0
Problema 1.101 (3 puntos) Dada la funcion: f(x) = 9z ot =

x+k st <0

se pide:

a) (1 punto) Determinar el valor de k para que la funcion sea continua
en R.

b) (1 punto) Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

c) (1 punto) Obtener la ecuacion de la recta tangente a la grdfica de la
funcion en el punto de abcisa x = 1.

Problema 1.102 (2 puntos)

Y %

25
/3 + bx — 823
1+ 22

b) lim (1 + 42%)s
z—0



